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50050 Sammlung von Abituraufgaben 2

Vorwort

Dieser Text enthalt 42 Aufgaben zu komplexen Zahlen aus Prifungsaufgaben der Schweizer Matura

mit besonderem Niveau. Zwei davon werden also Musterbeispiele gezeigt.

Die Lésungen wurden alle von mir erstellt. Teilaufgaben davon stehen auch noch in den Themen-
Texten zu komplexen Zahlen als zusatzliche Ubungsaufgaben.
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Komplexe Zahlen — 2023 / Winter

Wir untersuchen eine Folge komplexer Zahlen, die durch die rekursive Definition

z,.,=2,-q mit z,=8+2i, z,=3+5 und z, =-2-1i gegeben ist.

n

a) Berechnen Sie z, und zs.

b) Zeichnen Sie zy, ... ,z4 in die komplexe Zahlenebene.

c) Zeigen Sie, dass zy und z, auf einer Geraden liegen.

d) Bestimmen Sie die explizite Gleichung dieser komplexen Folge.

Beweisen Sie, dass gilt limz, =0.

n—ow

e)  Wielang ist die Strecke z,z,+2,z, +2,Z, +....?

Komplexe Zahlen — 2022 / Sommer

a) Geben Sie den Kehrwert von z = 3 + 4i in Normalform an.
b) Geben Sie alle Lésungen der Gleichung z° = -32 an.

c) Losen Sie die Gleichung z° —i-z* —z+i=0. Eine Lésungist z=i.
d) Essei z, :%-(cos(SO°)+i-sin(30°)). Berechnen Sie s =Y z; in Normalform.
k=0

e) Berechnen Sie fir t e {0, 6 ,12} die numerischen Werte von

w(t):= (2_112 ~(cos(30°)+i~sin(30°)))t in Normalform.

Zeichnen Sie in einer GauRschen Zahlenebene (Langeneinheit 10 cm) die Kurve ein,

auf der alle Zahlen w(t) fir 0<t<12 liegen.

Usw.
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Losungen — 2023 / Winter

Wir untersuchen eine Folge komplexer Zahlen, die durch die rekursive Definition
z,,=2,-q mit z,=8+2i, z,=3+5 und z, =-2-1i gegeben ist.

a) Berechnen Sie z, und z,.

2, _3+5_3+5 8-2i 24-6i+40i+10 _34+34i 1 1
2

Esist g=

s = =
z, 8+2i 8+2i 8-2i 64 +4 68

b) Zeichnen Sie zy, ... ,z4 in die komplexe Zahlenebene.

Zg ___,’—"‘"
- ,“/”—‘
- g
..-"""#’ X
t t + == + t t t + t t t >
Lo~tr=g] 1 5
_.__..f
=T 17, 1
c) [Zeigen Sie, dass zy und z, auf einer Ursprungsgeraden liegen. ]

Die Gerade g durch O und z;, hat die Steigung m = % =; = y=1X

Liegt z, =-2—1i auf g? Punktprobe: :}~ ist eine wahre Aussage.

d) [Bestimmen Sie die explizite Gleichung dieser komplexen Folge. ]

2 3 n
Z1=ZO~q = 22:20-q = Z3=Z°-q = ZHIZO-q

Ergebnis: z, = (8+2i)-(%+%i)n

[Beweisen Sie, dass gilt limz, =0. ]

n—>0

Da [ = |1 +1i|=y1+1= \/g <1 konvergiert die Folge.

und es folgt l|£r;|zn| :lin1|8+2i|,|q|n _ l'i‘llﬁ@n o
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Wie lang ist die Strecke s=2z,z,+2,z,+2,z, +.... ? ’

2,2, = [z, - 2, =|(3+5i) - (8+2i)| =|-5+3i| = /(-5)" +3° =+/25+9 =+/34

2z, =z, - z,| = |(-1+4i) - (3 +5i)| = Y+ =17

2,2, =[20 2| =[(~§ + ) - (14 4i) =]-3 -3 \/—— I R NET
- ,l +22 \/T \/F 1\/7

-l 2 )33 12

Man kann die Summenden in eine gleiche Form bringen:

2 3

34 (34 |34 1 1 1
S=34 +, [—+, [—+,—+...=3 |1+ =+, = +.]= +..
J: \/: \/; [ \g \E \g ]

Und erkennt eine geometrische Reihe mit q = \/g . Dann folgt:

RS R

Zusatz: Man kann die geometrische Reihe auch theoretisch herleiten:
mz‘(8+2i)-(% 1) = (84 20)- (2 +4i)"| = ‘(8+2|) (3+1i)
(8 2)(-4 )+
=J34.q" mit q=|1+4i=3+1= f

Dann folgt die Reihenformel....

|3+ 3i-9)

4 =v25+9[1+ 4

J3_4 L 1+[-J_ +‘/— J_1‘/_ V34.2-(1442) =34 (242
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Losung 2022 / Sommer

a) beben Sie den Kehrwert von z = 3 + 4i in Normalform an. }

1 1 3-4i 3-4i 3 4.

3+4i 3+4i 3-4i 9+16 25 25

b) [Geben Sie alle Lésungen der Gleichung z° = -32 an. J

Polardarstellung von -32: a=32-E(180° +k-360°)
Loésungsansatz z =r-E(¢): 2% =r° -E(59)
Vergleichen: P=32 = r=2
und 5¢ =180° +k - 360°
also ¢ =36°+k-72°

Lésungsformel:  z, = 2-(cos(36° +k-72°)+i-sin(36° +k~72°)) , k=0,1,2,34

Ausflhrlich: Mein CAS: Define wu (k)=2#%(cos (36+*72)+i*sin (36+kx72))
done
20 = 2:(cos(36°) +1- sin(360)) ~162+i-118 W (o)
1.618033989+1. 175570505+i
O . . O . wu(l)
zZy = 2-(008108 +i-sin108 ) ~-0,62+i-1,90 -0.6180339887+1. 902113033+
pu(2})
Zs =-2 -2
wu(3)
Z3 ® -0,62-i-1,90 -0.6180339887—1. 902113033+
wu(4)
74 ~162-i-118 1.618033989-1. 175570505-;
c) [Lésen Sie die Gleichung z° —i-z* —z+i=0. Eine Lésungist z=i. ]

Man kann entweder mit Polynomdivision zerlegen: (25 —i-zt—z+ i) (z-i)=...
Oder eleganter durch Ausklammern zusammenfassen:

2’ -i-z'—z+i=2"(z-i)-(z-i) =(z4 —1)~(z—i)
Damit folgt: 1): z*-1=0 o (22 —1)(22+1):0

Also z°=1 = z,==1, =1 = z,,=4i

(2) z; =i (doppelte Lésung)

Lésungsmenge L ={1,-1,i,—-i}

d) ‘ Essei z, :%-(003(60°)+i-sin(60°)). Berechnen Sie s = izg in Normalform.

k=0

Man erhélt 2, =1-(3+i-33)

%+i'%\/§.

0

S = Zz'g stellt eine unendliche geometrische Reihe dar mit q = z,.

! L S RER I S SR S RPN
1=z, (1-9)-330 §+i30 Rt

Nlw

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



50050 Sammlung von Abituraufgaben

e) Berechnen Sie fur t e {0, 6 ,12} die numerischen Werte von

w(t) = (2‘112 ~(cos(30°)+i~sin(30°)))t in Normalform.

=21 ~(cos(6~30°)+i-sin(6~30°))

_2 (cos(180%) +i-sin(180°)) = —=-(-1+0-) = 5= -0707

2 V2
12

w(12) (2_112 ~(cos(30°)+i~sin(30°))j12 o 12 .(005(12-30°)+i~sin(12-30°))

=27"(cos(360°) +i-sin(360°)) :%~(1+0~i) :%

Zeichnen Sie in einer Gaul3schen Zahlenebene (Langeneinheit 10 cm) die Kurve ein,

auf der alle Zahlen w(t) fiir 0<t<12 liegen.

'y
y
1-.

\

/
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Hier meine mit CAS erstellte Wertetafel:

3 Edit Aktion Interaktiv

B1| P [ 15| simp | 125 | v | AL | ¥

Define w(k)=(2"1/12x%(cos(30)+isin(30) )k

done

w(0)
1

w(l)
0.817+0. 472+§

w(2)
0. 44540, 772+§

w(3)
0.841-i

w(4d)
-0.397+0.687-i

w(d)
—0.649+0. 375+i

w(B)
-0.707

w(T)
—0.578-0. 334+

w(8)
—-0.315-0. 546+

w(9)
—-0.595+§

w(10)
0.281-0. 486+

w(ll)
0.459-0. 265+

w(l2)
0.500

]

Algeb  Dezimal Kplx 360°
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